؟"مصارف 
٠‏ قابلية الاشتقاق عند عدد حقيقي 


إدالة معرفة على مجال مفتوح يشمل العدد الحقيقي ,× 

الدالة ] قابلة للاشتقاق عند مد إذا و فقط إذا كات E‏ گا م 
عددا حقيقيا عندما ۸ يؤول إلى 0. / 

هذه النهاية تسمى العدد المشتق للدالة f‏ عند م و يرمز له (م)' f‏ 


a . fm f) وا ل‎ -[ )( 530 5 (im ا‎ - f(x) _ = f )( نكتب‎ 


3-3 3 
' «قابلية الاشتقاق على مجال - الدالة المشتقة لدالة 
]دالة معرفة على مجال ا. : 
٠‏ الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على المجال ١‏ إذا و فقط إذا كانت قابلة للاشتقاق عند كل عدد حقيقي × : 
من المجال |. : 


«الدالة )مجم f:‏ حيث 66:0 هو العدد المشتق للدالة ' ر 
عند العدد :د تسمى الدالة المشتقة للدالة . 


٠معادلة‏ المماس 


إدالة معرفة على مجال 1 يشمل العدد الحقيقي ا 

€9( ) لمتحنى الممثل للدالة رفي مستو منسوب إلى معلم (7, 13 9). : 
إذا كانت ] قابلة للاشتقاق عند مد فإن المنحنى (&) . يقبل مماسا (1) عند النقطة ۸ فاصلتها ص 
معامل توجيه المماس (۳) هو (00) ]. 

معادلة المماس (7) هي : (20) +f‏ (م×-×)() =f‏ لا 


٠التقريب‏ التآلفي لدالة عند عدد حقيقي ,× 


] دالة معرفة على مجال 1 يشمل العدد م×. 
الدالة التآلفية و المعرقة كما يلي : (م:) +f‏ (م×-×)() جم« : ق 
تسمى التقريب التآلفي المماسي للدالة f‏ عند العدد م×. 


هققفيى 


٠‏ قابلية الاشتقاق و الاستمرارية 
] دالة معرفة على مجال 1 يشمل العدد م<. 
إذا كانت م قابلة للاشتقاق عند م فإن f‏ مستمرة عند ل. (العكس غير صحيح). 
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SR ee ae a‏ م ا ا ل ا 


٠‏ الدوال المشتقة لدوال مألوفة 


xışk+؛keR x50 R R‏ 
NR 5‏ إذا كان 0 <۸" eR‏ إذا كان 0 <" iî‏ 
٦‏ |*س, إزا كان 0>" |*. إذا كان 0 >۸ 
1 
ع جرير 1 ]+ : 0[ ]+ : 10 ع دادم 
XxX şsinx‏ 8 8 عدوم جرع 
دومع جايير 1" R‏ 8 د - جري 
| 
1 
R- (Ff, fez} R- {F4 fr, eZ) 205‏ اء 
1 العمليات الجبرية 
af‏ دالتان معرفتان على نفس المجال 1 ؛ 6 عدد حقيقي. 
إذا كانت و و قابلتين للاشتقاق على المجال 1 فإن : 
ه الدالة و+إ قابلة للاشتقاق على 1 و 0( =f 60 +g‏ )0( (و (f+‏ 
٠‏ الدالة ٤f‏ قابلة للاشتقاق على 1 و 09 f‏ .£ = 0( .£( 


> 


٠‏ الدالة و قابلة للاشتقاق على 1 و 00 f).‏ + ).00 ۴= 09 (ق]) 
a a‏ 5 0 _ 43 
الدالة أ قابلة للاشتقاق على احيث 0 * (808 و e‏ 


f 0 -f 0و‎ N 
(f= 7 ه الدالة ب قابلة للاشتقاق على 1 حيث 0( و‎ : 
«الدالة المشتقة لدالة مركية‎ : 

./ )20( دالة معرفة على مجال 1 يشمل العدد م و دالة معرفة على مجال [ يشمل‎ f 

× قابلة للاشتقاق عند م و قابلة للاشتقاق عند ()]فإن الدالة ]وى قابلة للاشتقاق عند‎ f إذا كانت‎ ٠ 

د [foo]‏ و.(مم (af) =f‏ 
: حالات خاصة 

دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على مجال 1 14 عدد صحيح. 

)7: > 0 من أجل‎ f) 0 الدالة "[0:)م جم : و قابلة للاشتقاق على 1 (حيث‎ ٠ 

و =f (0. [f00]‏ وماق 


٠الدالة f)‏ ج« :۸ قابلة للاشتقاق على 1 (حيث 0 < )f)(‏ و ار = f(x)‏ 


2/f 0 


٠‏ إنتجاه تغيرات دالة 
] دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على مجال |. 
٠‏ إذا كان من أجل كل عدد × من اء 0 = (2)'/ فإن الدالة م ثابتة على .١‏ 
ه إذا كان من أجل كل عدد × من اء 0 < 6600 (0 = () ۴ من أجل قيم معزولة من ) 
فإن الدالة ر متزايدة تماما على |. 
ه إذا كان من أجل كل عدد × من اء 0 > (۸)'؟ | 0 = () 6 من أجل قيم معزولة من )١‏ 
فإن الدالة f‏ متناقصة قاما على |. 
«النقط الحدية لمنحن 
ردالة قابلة للاشتقاق على مجال مفتوح | يشمل العدد 0×. 
(2) المتحنى الممثل للدالة ر في مستو منسوب إلى معلم. 
ه إذا كانت f‏ تقبل قيمة حدية محلية عند مد فإن 0 = (50) ]. 
٠‏ إذا كانت ' f‏ تنعدم عند 20 و تغير إشارتها فإن f‏ تقبل قيمة حدية محلية عند 30 
* (العدد (0:)] هو قيمة عظمى أو قيمة صغرى للدالة ر عند ,»د من .)١‏ 
في هذه الحالة النقطة ذات الإحداثيين ( (0<)/: ) تسمى نقطة حدية للمنحنى #€) 
«المماس للمنحنى € ) عند نقطة حدية فاصلتها ٠×»‏ يوازي محور الفواصل 
و معادلته هي (0:) f‏ = ل. 
«الدوال المشتقة المتتابعة 
كدالة قابلة للاشتقاق 0 مرة على مجال 1 حيث 1 < 0. 
٠‏ "ا دالتها المشتقة من المرتبة 1 + (60) =“ =" دالتها المشتقة من المرتبة 2؛ . 
۰ امم دالتها المشتقة من المرتبة 0. 
و 10 0 = ؛ 4 8 f“)‏ ؛ f=‏ 


dx 
نقطة إنعطاف منحنى‎ ٠ 


] دالة معرفة على مجال | و قابلة للاشتقاق مرتان على | × ينتمي إلى .١‏ (©) المنحنى الممثل 

للدالة f‏ في مستو منسوب إلى معلم. ا 

: إذا كانت الدالة “ر تنعدم و تغير الإشارة عند 0د فإن النقطة ۸ ذات الفاصلة 0 تسمى نقطة‎ ٠ 
: انعطاف للمنحنى (©) الممشل للدالة ر.‎ 

» المماس عند النقطة ۸ يقطع المنحنى (&) فيها. ش 


معارف 


٠‏ المعادلات التفاضلية 
]دالة مألوفة» مستمرة على مجال 1. 
٠‏ لحل معادلة تفاضلية من الشكل 00 - ل أو (0)] - "ل 
٠‏ نبحث عن الدوال و القابلة للاشتقاق مرّة أو مرتين على 1 حيث ) = 3:0 أو (٭) =f‏ 3”)00. 
» حلول المعادلة التفاضلية هي الدوال (×) م جا×. 
٠‏ لحل معادلة تفاضلية من الشكل () f‏ = /1 أو =f)‏ "ل نستعين بجدول الدوال المشتقة لدوال 
: مألوفة. 
٠ :‏ مخطط لدراسة دالة 
:يكن تنظيم دراسة دالة f‏ حسب المخطط التالي : 
٠‏ نعين مجموعة التعريف (تبسيط عبارة (×) f‏ عند الضرورة). 
ه نعين مجموعة دراسة الدالة : خواص هندسية للمنحنى (دالة فرديةء ذالة زوجية» دالة دورية). 
ه نحسب النهايات عند حدود مجموعة الدراسة. 
ه ندرس الاستمرارية؛ الاشتقاق؛ التغيرات : 
:2 نحسب الدالة المشتقة, ندرس إشارتها ثم نستنتج اتجاه تغير الدالة. 
٠٠ :‏ ندرس الفروع اللانهائية و المستقيمات المقارية. 8 
ه نرسم التمثيل البياني بعد تعليم بعض النقط الخاصة (مركز تناظر » نقطة إنعطاف» ...) و بعض 
المستقيمات الخاصة (مخور تناظر: مستقيمات مقاربة: مماسات» ...). 
ه نستفيد من الخواص البارزة لانجاز الرسم (عناصر التناظر؛ ...). 


طرائسة 
([© دراسة قابلية اشتقاق دالة عند عدد حقيقي و تعيين العدد المشتق 


تمرين 
» أدرس قابلية اشتقاق الدالة f‏ عند العدد الحقيقي ود ثم عين العدد المشتق (20) ر عند وجوده 


ْ في كل حالة من الحالات التالية : 
=O f= - 296 ss 3‏ 


' 
ٍ 2 #ة )ع f(0‏ ؛ 
3 «ا+ ×= f)‏ 


. حل 
٠ 1‏ دراسة قابلية اشتقاق الدالة f‏ ا معرفة ب : 2د - ×2 - ×= («)/ عند العدد 0. 
الدالة f‏ معرفة على ۴ (لأن f‏ مجموع دوال معرفة على ) و 0 - (0)]. 
1 ور ے مسح قد ے (0[- 00ل : 


2-0 ¥ x 


لدينا من أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم » 
و 0-2-1-3 حزق . 2 -») ب = 0-1 1 . إذن 3-- fim f(0)‏ + 
2 نين 20 ° 8-0 0ج ممه 


بما أن نهاية النسبة ار عندما × يؤول إلى 0 هي عدد حقيقي» فإن الدالة / قابلة للاشتقاق : 
عند الغدد 0 و العدد المشتق للدالة عند 0 هو (0) f‏ حيث 3 - - (60/. 
2 . دراسة قابلية اشتقاق الدالة f‏ المعرفة ب : *(3 - «2) = (<)/ عند 1-. 

الدالة f‏ معرفة على 1 لأنها مريع دالة معرفة على ۴ و 25 - (1-)]. 

لدينا من أجل كل عدد حقيقي يختلف عن 1-. 


f-10 _ (2x-3-5 _ (2x-8( *2(*+ 1 ودعو‎ 
×*- (-1( x+1 x+1 


لدينا 0= روه عسو e e‏ بق . إن مو 07ل قل f,‏ 

ان 1 +2 ا 1 +2 2 

. ها أن نهاية اسية 1لت 3 عند ما يؤول × إلى 1- هي عدد حقيقي فإن الدلة] قابلة 
_ش_ة ET‏ ٍ 


للاشتقاق عند 1- و 20--(1/. 


3 دراسة قابلية اشتقاق الدالة f‏ المعرفة ب : |×| + 2 - (×) f‏ عند العدد 0. 
الدالة f‏ معرفة على ۴ (مجموع دالتين معرفتين على ۴) و 0 - (0)]. 
×| +> _ ور 


x 


لدينا من أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم › کچ = 


نعلم أن ×= .دا إذا كان 0 << و ×= || إذا كان 0 > ×۔ 


fim ۵-۶) ل‎ = (+ 2 lim ) + 1( = 1 إذن‎ 


x0 x- x-0 x0 


و Of £ 2 fm (x-1)==4‏ بين 


د إن 
i‏ ال لاطعا 5 ي ا فل 


فإن النسبة f-10)‏ لا تقبل نهاية عند العدد 0. 


و بالتالي الدالة م حيث |×| + 2 - ()/ غير قابلة الاشتقاق عند العدد 0 مع الملاحظة أن كر 


قابلة للاشتقاق عند 0 عن اليمين و 1 = (0) f‏ و قابلة للاشتقاق عند 0 عن اليسار و 1- - (0) f‏ 


4ء دراسة قابلية اشتقاق الدالة f‏ المعرفة ب : ×۷ = ()/ عند 0. 
الدالة f‏ معرفة عند 0 و 0-0 


أ 5 5 1 عي 00-10 
من أجل كل عدد حقيقي × موجب اما » EO RE‏ 
و بالتالي ١ TS e‏ 


ينتج أن الدالة f‏ حيث يباين وو SS‏ 
4 دراسة قابلية اشتقاق الدالة f‏ حيث س کہ دول عد 1 


الدالة f‏ معرفة على [1) - 
بما أن الدالة f‏ غير معرفة عند العدد 1 فإنها غير قابلة للاشتقاق عند العدد 1. 


: © تعيين معادلة مماس للمنحنى الممثل لدالة عند نقطة منه فاصلتها ,د 


: ه في كل حالة من الحالات التالية. حدد إن كان المنحنى (&) الممثل للدالة f‏ يقبل مماسا أو نضا 
ماس عند النقطة ذات الفاصلة م×. عين معادلة لهذا المماس عند وجوده. 


f(x) = 3 - × -2 1‏ ¢ 2021 3 تناك 60 +¢ 41دمد 
f(x =¥#-x-2 .2‏ ؛ 2= 4 xo = E fO)=cosx‏ 


8 ٠ 
.1 المعرفة ب : 2 -* - 3*2 - («)/ عند العدد‎ f دراسة قابلية اشتقاق الدالة‎ ٠ 1 
./)1( - 0 معرفة على 8 و‎ f الدالة‎ 


لدينا من أجل كل عدد حقيقي × يختلف عن 1 


اع 321 2-1 
لدينا أيضا 0 : 
پا أن 10 الالحفل بيع هي عدد حقيقي فإن 6 قابلة للاشتقاق عند 1 و 1(=5) f‏ : 


: و‎ =f (1) - 1+) 1( يقبل مماسا عند النقطة ذات الفاصلة 1ء معادلته‎ ) e 
. = 5× - 5 لدينا 1(=0)؟ و 5= (1)/. إذن معادلة المماس هي‎ 
.2 دراسة قابلية اشتقاق الدالة ر المعرفة ب : 2- × - ۷<2 = (») ر عند العدد‎ ٠ 2 
.×* -×- 2 < 0 معرفة عند كل عدد حقيقي × حيث‎ f الدالة‎ * 
.2 - × - 2 2و 1- هما جنبرا ثلاثي الحدود‎ 
f(2) =0 و‎ ]-®;-1] U [2 ; +] هي‎ f إذن مجموعة تعريف الدالة‎ 
لدينا من أجل كل عدد حقيقي × من المجال ]+ ;2[ ؛‎ . 


Rx _ DCD _‏ _ هال« سر : 
A e x-2 08-2‏ ا 
تايعاد دح ل ا وات قال ا fim‏ : 
x32 x22 x-2 9‏ : 
بان ا im‏ ليست عددا حقيقيا فإن الدالة عر غير قابلة للاشتقاق عند العده  .2‏ : 
ينتج أن المتحنى (&) يقبل نصف ماس يوازي محور التراتيب معادلته 2 = × مع 2 <*. : 


٠ 3‏ دراسة قابلية اشتقاق الدالة f‏ المعرفة ب : |1 - ©| = (×) f‏ عند العدد 1. 
الدالة ‏ معرفة على © و 0 - (1)/. 


لدينا من أجل كل عدد حقيقي × يختلف عن 1 : 
|1 _ 11-0 - | _ (0م- وام :. 
x1 x-1‏ : 


طرائق 


51 مر 5 
و إذا كان 1 >× فإن زویف اا دنه _ السام 0 


lim :ك‎ E. = lim (2 ++ 1) =3 ينتج أن‎ 


x21 


, 0 - fim ] ) +x + 1)] =-3 و‎ 


x51 


نلاحظ أن 0 لعفا او 5 ff‏ ۲ هما عددان حقيقيان مختلفان إذن الدالة f‏ 


7 x51 
.-1 اا ل اسار نا ا‎ e 0 

و بالتالي المنحى (€) يقبل نصف ماس (4) عن اليمين و نصف مماس (42) عن اليسار عند النقط 
من (©) ذات الفاصلة 1. 

.)8( إيجاد معادلة نصف المماس‎ ٠ 

لدينا (1)+ (1 -)(1)/ دير حيث 3-(601/. أي 0+(1-*)3 دلا 

إذن 3-3 دل : (رك) حيث 1<<. 

.)42( إيجاد معادلة نصف المماس‎ ٠ 

لدينا (1)كر+ (1 -*)(1) ردير حيث 3-=() f‏ 

أي 1+0 -) 3 - دلا 


إذن 3 +32- دبا : (يش) حيث 1 ><. 0 
3 دراسة قابلية اشتقاق الدالة / المعرفة ب : × كه = (×) f‏ عند العدد ٣‏ 

5 57 2012 0 : 
الدالة f‏ معرفة على 8 و =( f)‏ 
لدينا من أجل كل عدد حقيقي × يختلف عن د 

2 0 s2 
0 1 cos x- cos كد 4 | ا ا« 0 | 2 د‎ 
وی ل و ال ا د کے‎ 
ص‎ x ر‎ 3 2 
2 


ينتج أن الدالة] قابلة للاشتقاق عند العدد & 6 =(2) ا و بالتالي المنحنى (52 2) يقبل اسا (۸) ٤‏ 


مد ادت سمه چ سنت ))۶ و 

ffe) ie (ef o 
تعيين الدالة المشتقاة لدالة‎ © 
تمرين‎ 


٠‏ عين مجموعة تعريف كل دالة ر من الدوال التالية ثم مجموعة قابلية الاشتقاق و الدالة المشتقة لها. 


f(x) = cos 2x- 2cosx .5 f= +× +2 ا‎ 
f00 =0 cos) «6 ج 4ور‎ 
E 


0 = )5 - “د‎ 7 f وو‎ =× + 3-1 .3 
f(0 = s1 (2x+ 3) 38 fO=VR+2x-1 «4. 


حل 

1 تعيين الدالة المشتقة للدالة f‏ حيث : 2 +× + - و0 
الدالة f‏ معرفة على ]+ : 0[ل]0 : 0[ 

و قابلة للاشتقاق على كل من المجالين ]+ : 0[ و ]0 : --[ 

و من أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم ٠‏ يك - 1 + 2 - 000 ]. 


2ء تعيين الدالة المشتقة للدالة ر حيث : 4 2 ور 
الدالة f‏ معرفةً علنى ]+ ; 1[ ]1 [٠:‏ 
و قابلة للاشتقاق على كل من المجالين ]1 :-[ و ]+ :1[ 


و من أجل كل عدد حقيقي × يختلف عن 1. او = f00‏ 


3. تعيين الدالة المشتقة للدالة f‏ حيث : 3/2-1 + - ()ر. 
الدالة f‏ معرفة على ]+ : 1] ل [1- : -[ 

و قابلة للاشتقاق على كل من المجالين ]1- : *-[ و ]+ : 1[ 

و من أجل كل عدد حقيقي × من المجموعة ]+ : 1[ لا]1- : [٠‏ 


طرائق 
4 . تعيين الدالة المشتقة للدالة f‏ المعرفة ب : 1 -2 + 22 - f00‏ . 


الدالة f‏ معرفة على ]م : 7/2 +1 إن[ 1-1-2[ 
و قابلة للاشتقاق على كل من المجالين ]+ : 7/2 +1-] و [ 1-10/2-:-[ 


ومن أجل كل عدد حقيقي × من ]+ : 7/2 +1-] لا[ ۷2 -1- :]| ؛ ی = 109 
5 تعيين الدالة المشتقة للدالة ‏ حيث : *كمع2 - ×2 كمع = (2) ڳر 
الدالة f‏ معرفة و قابلة للاشتقاق على ۴ . 
و من أجل كل عدد حقيقي × ؛ × 211 + ×2 2501 - - (20)' f‏ 
6 تعيين الدالة المشتقة للدالة f‏ حيث : (× 05ء - 17/2)1- 060 . 
الدالة f‏ معرفة على 8 لأن من أجل كل عدد حقيقي د ؛ 0 << دم -1. 
الدالة f‏ قابلة للاشتقاق عند كل عدد حقيقي × يختلف عن 2)۲ 
sin x 5 TT 57 0‏ 7 
ومن أجل كل عدد حقيقي × يختلف عن )2 ؛ 2-7 0 
7. تعيين الدالة المشتقة للدالة f‏ المعرفة كما يلي ٠:‏ *( - 5<2) - (0)] . 
الدالة f‏ معرفة و قابلة للاشتقاق على 8 . 
بوضع ل الدالة المعرفة على 8 كما يلي : × - ×5 = () 8 
لدينا الدالة ى قابلة للاشتقاق على 12 و من أجل كل عدد حقيقي × » 1 -*10 = :)86 
نلاحظ أن ۵ ]= قمر ٠.‏ إذن ‏ “0ت)ق .60و »3 - f0‏ 
ينتج أن من أجل كل عدد حقيقي × , 2د - 1()5 - f 00 = 3 )10x×‏ 
8 . تعيين الدالة المشتقة للدالة f‏ المعرفة كما يلي : )2 f = n 2x+‏ . 
الدالة f‏ معرفة و قابلة للاشتقاق على ٠.‏ 
لتكن و الدالة المعرفة على +1 كما يلي : 2+7 =0 
و الدالة المعرفة على ۴ كما يلي TE‏ ينتج أن f= hog‏ 


. الدالة ى قابلة للاشتقاق على ۴ و من أجل كل عدد حقيقي × 2= 86:0 


و الدالة ۸ قابلة للاشتقاق على ۴ و من أجل كل عدد حقيقي × ٠.‏ × كمه = (») ۸٠‏ 
ينتج أن من أجل كل عدد حقيقي x f (g00) =2 x cos (2<+ 3) ٠×‏ هماو - 00 f‏ 
إذن الدالة المشتقة للدالة ر هي الدالة '] المعرفة على ۴ كما يلي : ) + f00 = 2 e0 (2x‏ 


© دراسة إنتجاه تغير دالة 


نمرين 

: من الدوال التالية المعرفة كما يلي‎ f ادرس إتجاه تغيرات كل دالة‎ ٠ 

1 2+2 مر 3 4+جاجهية- مر 
f0 =x-2% 4 f =x+snx« 0.2‏ 


حل 
٠1‏ دراسة تغيرات الدالة f‏ المعرفة ب : 2 + ۷= .f)(‏ 
الدالة f‏ معرفة على 8 (لأن من أجل كل عدد حقيقي × . 0 < 2 + 22). 
الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على ۴ و من أجل كل عدد حقيقي × م٠تحد‏ وال 
لدينا من أجل كل عدد حقيقي × موجب. 0 < (:)/ . إذن الدالة م متزايدة على ]+ : 0]. 
ومن أجل كل عدد حقيقي × سالب. 0 > (<)' f‏ . إذن الدالة f‏ متناقصة على [0 : 6-[. 
2٠راسة‏ تغيرات الدالة f‏ المعرفة ب : × 2د + ×= (2) f‏ . 
الدالة f‏ معرفة على . 
الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على ۴ و من أجل كل عدد حقيقي × * :مع + 1 - () ر 
لدينا من أجل كل عدد حقيقي × ٠‏ 0<<وم +1. 
و بالتالي من أجل كل عدد حقيقي × . 0 < ()/. ينتج أن الدالة متزايدة على . 
3 ٠دراسة‏ تغيرات الدالة f‏ المعرفة ب : 1+4 +ءة- وم. 
الدالة f‏ معرفة على المجموعة ]+ : 0[0ا]0 : 6-[. 
الدالة م قابلة للاشتقاق على كل من المجالين ]0 : -[ و ]+ : 0[ 
و من أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم ٠‏ بذ -5- f0‏ 
إشارة () f‏ ملخصة في الجدول المقابل. 
الدالة f‏ متزايدة على كل من المجالين 
ع7 #8 = = O‏ ذه f»‏ 
6 . 5 
|:| |$[ 


و متناقصة على كل من المجالين |0 : ِ] 3 | | : 


طرائق 

. f) =× - 2۷× : المعرفة ب‎ f دراسة تغيرات الدالة‎ ٠4 
[0 : +] معرفة على المجال ]+ : 0] و قابلة للاشتقاق على المجال‎ f الدالة‎ 
f= و من أجل كل عدد حقيقي × موجب تماما‎ 


إشارة 20 f‏ ملخصة في الجدول المقابل : 7 
الدالة f‏ متناقصة على المجال [1 :0[ 


و متزايدة على المجال ]+ : 1]. 


: © إيجاد القيم الحدية لدالة 


: المعرفة كما يلي‎ f عين القيم الحدية لكل دالة من الدوال‎ ٠ 
:ع و0‎ - 20-2 .3 JOS fe +1 1 
f(x) = 4° - 3-1 2 
32 
حل‎ 


٠ 1‏ تعيين القيم الحدية للدالة f‏ المعرفة كما يلي : 1 + 2:2 + * - - () ر. 

٠‏ الدالة f‏ معرفة على المجال ]+ : ه-[. 

٠الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على المجال ]+ : -[ ١‏ 
و من أجل كل عدد حقيقي د . ×4 + 4:8 - = (20) ر 
(٭) f‏ يكتب على الشکل (×+ 1)(×- 1) ×4 - 0000 
إشارة 9" ملخصة في امبرل 21 :0 
٠استنتاج‏ القيم الحدية للدالة f‏ على .| _ 0 + 
الدالة f‏ تنعدم و تغير الإشارة عند كل ا 3 
من الأعداد 1-. 0 1 1 5 


0+ 1-1001 
ة | 4x‏ 
¢+ | سار 
إذن الدالة f‏ تقبل قيمة كبرى عند 1- على المجال [0 : -[ و هي (1-) تر حيث 2 = (1-) /. 

و الدالة f‏ تقبل قيمة صغرى عند 0 على المجال [1 :1-] وهي (0) f‏ حيث 1= (0) ر 

والدالة / تقبل قيمة كبرى عند 1 على المجال ]+ : 0] وهي (1) f‏ حيث 2 - (1)/. 

2 تعيين القيم الحدية للدالة f‏ المعرفة كما يلي :1 - ×3 + 4 = 0 . 

. الدالة f‏ معرفة على المجال ]+ : [٠‏ و قابلة للاشتقاق على المجال ]+ : -[ . 

من أجل كل عدد حقيقي × + 12<2-3- 0) f‏ 

(60/ يكتب أيضا على الشكل ؛ (1 -*1()2 + ×3)2 = ()' f‏ 


إشارة f)‏ ملخصة في الجدول المقابل : 

استنتاج القيم الحدية للدالة f‏ على 8 . : 
عتم 0 سي 1 1)| * 3 + :]f|‏ 

الدالة f‏ تنعدم و تغير الإ رغ ر و چ : 

إذن الدالة؟ تقبل قبمة كبرى على المجال | ج : | وهي (-)] حيث 0= (2-)]. 

و تقبل قيمة صغرى على المجال | + :3 وهي ( (3 f)‏ حيث 4-2 


3. تعيين القيم الحدية للدالة f‏ المعرفة كما يلي : 2- ×2۷ - ×= (»). 
.الدالة f‏ معرفة على المجال ]+ ;2] . 

. الدالة ر قابلة للاشتقاق على المجال ]+ : 2[ 

و من أجل كل عدد حقيقي × من المجال ]+ :2[ ؛ ا = f(0‏ 


)ر يكتب أيضا على الشکل : اگ = ٥‏ 


إشارة (×) f‏ على المجال ]+ : 2[ n‏ 1- 2 - ×۷ على المجال ]+ ;2[. 
إشارة f)‏ على المجال +٠]‏ : 2[ ملخصة في الجدول المقابل : 


الدالة “مر تنعدم و تغير الإشارة عند 3 ا 
خالا تل قب صغرى عند قا لد اتات ا 
العدد 3 و هي (3) f‏ حيث 1 = (3) f‏ + - 9): 


البحث عن الدوال المشتقة المتتابعة لدالة 

نمرين1 : 
٠‏ عين الدالة المشتقة الثانية للدالة f‏ المعرفة كما يلي : 4 + 3:2 - 6 =  )«(‏ : 

: أثبت أن المنحنى (&) الممثل للدالة ر يقبل نقطة انعطاف» يطلب تعيين إحداثييها.‎ ٠ 

حل 

الدالة / معرفة على ۴ و قابلة للاشتقاق على ۴ (لأن f‏ دالة كثير الحدود) 

ومن أجل كل عدد حقيقي  f 0 - 3:2 - 6× ٠.‏ 

الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على ۴ و من أجل كل عدد حقيقي × 6 - ×6 - 00" 

الدالة “ل تنعدم عند العدد 1 و تغير الإشارة إذن المنحنى (&) يقبل نقطة انعطاف إحداثياها (2 : 50 


نمرين 2 5 
ه عين الدالة المشتقة من المرتبة ١‏ لكل من الدالتين 517 و 605 ؛ 0 عدد طبيعي غير منعدم . ١‏ 


طرائق 

حل 

1. تعيين الدالة المشتقة من المرتبة ١‏ للدالة #٠ء.‏ 

الدالة : :51 قابلة للاشتقاق على ۴ ١‏ مرة حيث 1 < 6. 


(sin)'(x) = cos x= sin («+ Z) ٠ × و من أجل كل عدد حقيقي‎ 


)511()«( = (cos xX) (x) = - sin x = sin (x + r) = sin ( +2 
: يمكن وضع التخمين التالي‎ 


من أجل كل عدد طبيعي ١‏ غير منعدم» تق أجل كل عدد حقيقي × 2 | + sin (x‏ = )"1ن 
استعمال الاستدلال بالتراجع لإثبات صحة هذا التخمين. 


من أجل 1=" ؛ ا (sin)™(x) = sin 06 +n‏ أي 2 + .sin'(x) = sin (x‏ 
نفرض أن من أجل العدد الطبيعي ۸ غير المنعدم » )€3 + .(sin)%(x) = sin (x‏ 
«٠‏ حساب (×) *“(50). 
لدينا )2 )1+( +( stn)" (x) = sin (¢ + 2 = cs (x + 2 = sin‏ 
ينتج أن من أجل كل عدد طبيعي ) غير منعدم و من أجل كل عدد حقيقي × , 
إذا كان 2 57 ( )sin()( = sin‏ فإن )2 )6+1( +«( sin‏ 5" 5 
إذن من أجل كل عدد طبيعي ۸ غير منعدم ؛ )7 (sin)%() = sin 8 +N‏ 
و بالتالي الدالة المشتقة من المرتبة 0 للدالة :517 هي الدالة "51 المعرفة على ۴ كما يلي : 
sin ( +n 2)‏ = )ادر 
2 . نبرهن بنفس الطريقة أن الدالة المشتقة من المرتبة ١‏ للدالة ءهء هي الدالة "١٠ء‏ المعرفة على 
x) = LAF‏ ا 
كما يلي : cos (= c0 (+ n)‏ 


: © حل معادلة تفاضلية من الشكل 001 أو (×) f‏ -”د حيث f‏ دالة مألوفة 


: دمرين 
٠‏ حل كل معادلة التفاضلية من المعادلات التالية : 2 
Xx + /‏ / 
1. 23-2 5 = 
rT 1‏ 
J“ =2 .6 Y =sinx .2‏ 
eT YJ =x + sin x .3‏ اانا - “ألا 
4. علد - 1 8« =cosx‏ “1 


حل 
1 حل المعادلة التفاضلية 2 - ×3 = '/1. 
نبحث عن الدوال العددية f‏ القابلة للاشتقاق على ۴ حيث 2 -*3 = () /. 
عن على 
الدالة ُوحيث 2 - × = f09‏ تحقق المعالة التفاضلية 1 -*3 - ل لأن 2 -*3 - 0 /. : 
ينتج أن الدوال العددية حلول المعادلة التفاضلية 3-2 = “د هي الدوال f‏ المعرفة كما يلي : 


f00 =x? - 2+‏ حيث © عدد حقيقي. 


.1/' = 511 حل المعادلة التفاضلية‎ ٠2 
£ = 5/1 نبحث عن الدوال العددية ل القابلة للاشتقاق على 1 حيث‎ 
Cos'X =-sin x نعلم أن‎ 
٤ )- cos)'(x) = sin x أي‎ - COS'X = sin x إذن‎ 
و بالتالي الدالة 5مع - هي حل للمعادلة التفاضلية 511 = //1. ينتج أن الدوال العددية حلول المعادلة:‎ 
حيث © عدد حقيقي.‎ f )2( المعرفة كما يلي : >+×وهء-=‎ f التفاضلية :51 = /1 هي الدوال‎ 
.1/' =× + 5/12 3.حل المعادلة التفاضلية‎ - 
باستعمال النتائج المحصل عليها في الحالتين السابقتين. تكون حلول المعادلة التفاضلية‎ 
المعرفة على ۴ كما يلي > +× 05 - 2× = )ڳر‎ f ل هي الدوال‎ =× + 51: 
حيث © علد حقيقي.‎ 
: المعرفة على المجال ]+ : 0[ كما يلي‎ f حلول المعادلة التفاضلية = ل هي الدوال‎ .4 
حيث © عدد حقيقي.‎ f(x) د‎ 20+ > 


2000 1 +22 :7 55 
5. المعادلة التفاضلية سل = الدوا ١‏ © كما يلى : 
حلول ا معاد ا ل هي الدوال / المعرفة على يلي 
f(x) - 1‏ حيث © عدد حقيقي. 
٠6‏ حلول المعادلة التفاضلية 2 = “ل هي الدوال ‏ المعرفة على ۴ كما يلي : 
ل + عن + 22 - (×) f‏ حيث »> و ل عددان حقيقيان. 


7 حلول المعادلة التفاضلية 571 = ”ل هي الدوال 1 المعرفة على ۴ كما يلي : 
ل + × +× 510 - (×) f‏ حيث > و ل عددان حقيقيان. 


8 حلول المعادلة التفاضلية × 5مء = ”ل هي الدوال f‏ المعرفة على 8 كما يلي : 
4 + عن +× ومع- - () كر حيث > و ل عددان حقيقيان. 


تمارين و حلول نموذجية 


نمرين 

ا f ٠‏ هي الدالة المعرفة كما يلي : 
)€( الي الس انا از فى االنسرى اتسر إلى م عات نا 2 0). 
1ء عبن مجموعة تعريف 0 للدالة f‏ 
2. أثبت أن من أجل كل عدد حقيقي × من © , 5+ مجع - 09ل 
حيث 62:3 أعداد حقيقية يطلب تعيينها. 

٠عين‏ نهايات الدالة f‏ عند حدود المجموعة ©. 

٠ادرس‏ تغيرات الدالة f‏ وانجر جدول تغيراتها. 

©( ادرس الفروع اللانهائية للمنحنى‎ ٠ 

٠ادرس‏ الوضع النسبي للمنحنى (©) والمستقيم المقارب (4) للمنحنى (&). 

٠احسب‏ (1-) f‏ . ماذا تستنتجه ؟ ارسم المنحنى (2) في المعلم السابق. 

۴ ناقش بيانياء عدد و إشارة حلول المعادلة 0 - 1 + #ر(م-1) +23 في‎ ٠ 

حسب قيم العدد الحقيقي 51. 


x2 + 1‏ + 1 مر 


س هط سن «0 ہد مم 


١‏ 1 الدالة f‏ معرفة على ]+ 0[ ]0 :*-[. إذن ]+ ;010 ]0 :»-[ - م 
2. من أجل كل عدد حقيقي × من 8 . 1+ د م ر 
ا 


من أجل كل عدد حقيقي × من © ۽ + 2+1 = وار إأن 52+ E1 + b=‏ 
٠3‏ تعيين نهايات الدالة f‏ عند حدود المجموعة ©. 

lim 1 )م‎ =e ؛‎ lim f(0) = + 

(/ هي مجموعة دالتين كر و ير حيث 1 + 2x‏ = )( )ا د =( 

1 - (1 + + 2#) 1111 و 2-0 اا ومن أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم ؛ 0 د 
إذن «+ د ومثر ب ؛ ص د نمم با أي . + ومع im‏ . ش 


: 4.الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على كل من المجالين ]0 :*-[ و ]+ : 0[ 
8 2 8 2 , 
و من أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم ؛ 2-5 f=‏ 


لدينا من أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم : 
١‏ (1 +× + 2-102 _ (1- )2 _ 2 : 

الل کک ۔ کک ےک f(2‏ 
دراسة إشارة («)' f‏ على 0. 
من الجدول المقابل» ينتج أن الدالة كر 
متزايدة على كل من المجالين - 1 Ea‏ 
]1-10[ و +l‏ ;1[ 1 +ع + تعر 
و متناقصة على المجال [1 : 0[. 


جدول تغيرات الدالة يكون كالآتي : 


نلاحظ أن النقظة ذات الإحداثيين + 2 3 f9‏ 
+oo‏ مه+ || 00+ 
(4 :1) هي نقطة حدية صغرى 
اللمنحنى () على المجال ]+ ;0]. ا ا f‏ 


٠5 |‏ دراسة الفروع اللانهائية للمنحنى (©). 
fim f=‏ إذن المستقيم ذو المعادلة 0 = × مستقيم مقارب للمنحنى (). 


3 a 
يوازي محور التراتيب.‎ 


من أجل كل عدد حقيقي × غير منعدم ؛ كد 2-1 - وار 


لديا 0= ))1 + fim (f(0) -(2x‏ و 0-((1 +ع2)- lim (f(0‏ 
إذن المستقيم (4) ذو المعادلة 1 + ×2 = ل مستقيم مقارب مائل للمنحنى (&). 


6 دراسة الوضع النسبي للمنحنى (©) و المستقيم المقارب المائل (4). 
. دراسة إشازة العبارة (1 + ×2) - (×) f‏ على 5. 


لذينا قل أجل كل عدد حقيقي × من 8 › لد (1 + »2 - وار 

نلاحظ أن من أجل كل عدد حقيقي * من 0 › 0ك 

إذن من أجل كل عدد حقيقي × من © , 00 

ينتج أن المنحنى (©) فوق المستقيم المقارب المائل (4). ٍ 
7. 0-(1-)/. نستنتج أن المنحنى (2) يقطع محور الفواصل في النقطة ذات الإحداثيين (0 1-). :ٌ 


E BENE esses دواع عاء‎ 0 eet 1 


تمارين و حلول موذجية 


8 رسم المنحنى (©). 


٠9 :‏ مناقشة عدد و إشارة حلول المعادلة 1-0 + *(-1) + ×2 في © بيانيا 
؟ عسي يم العدد الحقيقي : 

: المعادلة 0 = 1 + #د(م-1) + 23 تكتب على الشكل 00 = 
n EE‏ = (×) گر حيث × ينعي إلى 5. 

: معادلة المنحنى (€) هي 0 کد 

١‏ ليكن (ا) المستقيم ذا المعاذلة 1-0 ؛ 00 عدد حقيقي. 
: حلول المعادلة 0 = )ار هي فواصل نقطة تقاطع () و (,ا). 
: النتائج تلخص في الجدول الموالي : 


حيث × ينتمي إلى 0. 


23 ++ 1 
x2 


ية الاشتقاق - العدد المشتق 
ادرس قابلية اشتقاق الدالة ‏ عند العدد ,د 
ين العدد المشتق لها عند ,× في كل حالة من 
ت التالية : 
3-1 + 
كد بور ؛ 355 x‏ 

1 + 4 - ترق جاع f:‏ ؛ 2- = يد 
x sin |x|‏ + - 2 جرع نر + 0= x‏ 
ووه f:‏ 4 
f: ×1 )2×- 3(7‏ ؛ 0 = x‏ 

% 


x =1 + f :xاج-‎ 


عبن معادلة المساس (أو نصف مماس) للمتخنى 
للدالة ر عند النقطة ۸ ذات الفاصلة د 
كل حالة من الحالات التالية : 

5-ع +12 - وار :3= x‏ 


*- 7 مر إذا كان 1 > 
f(1)=0‏ 

7-7 دم إذا كان ×x<1‏ 

N 


x =2 + f(x) =|? - 8| 

x, =0 + f(x) = Vx 

2 -«ا/- وار ؛ 2 =× 

|x-1|‏ 2+2 - وام + 21د 
x+/4-%#‏ = )م + 2- x=‏ 
وال المشتقة 
f‏ دالة معرفة على مجموعة 8. 
المجموعة 0 و المجموعة “© التي تقبل عليها ر 
ق ثم عين الدالة المشتقة “كر للدالة عر 
كل حالة من الحالات التالية : 


fگ:×اج‎ 23 .2 
fگ:×اج‎ i 3 
f:×اج‎ 2 4 
0 .5 

6. چیہ -1 +2 جا × نر 


fixtax+ 3/2-1 7‏ 
8 1007/2 -ج) ج ارتل 


-2 5 
9. 2 روم 


2 ×» 1-E 1) cos rx 0 


f: xt cos 2x .11 


. 22 ومع +1 7 
12 کاک ر 


الاستمرارية و قابلية الاشتقاق 

© نعتبر الدالة ث/ المعرفة على ۴ كما يلي : 
f =1-(-1)|*-1|‏ 

.1 ادرس إستمزارية ر عند العده‎ ٠ 

٠ادرس‏ قابلية اشتقاق f‏ عند العدد 4 


© / هي دالة معرفة كمايلي : 


ادر 


1 عين مجموعة تعريف الدالة / . 

: نعرف الدالة ى كما يلي‎ ٠2 

9م > وو إذا كان ۶0× و 0 (3)0 
هل الدالة و قابلة للاشتقاق عند 0 ؟ 

هل الدالة م مستمرة عند 0 ؟ 


ار 
3 


إنتجاه التغيرات 
© عين مجموعة تعريف الدالة ‏ ثم أدرس 
إتجاه تغيراتها على هذه المجموعة في كل حالة من 
الحالات التالية : 
1 × -1) تقد وار 
2 «لر5 -: - f(x)‏ 

ا 1 
و ی کد وار 
1 يك - 1 +× = ودار 
f()=x+sinx 5‏ 
f(x) = x-tanx 6‏ 
7 ترج + 2-5 = () f‏ 
8. ۶/2 

x+1 
= 9 
f(x) = 4-6 0 
الدوال المشتقة المتتابعة‎ 
f٠9 = ر دالة معرفة كما يلي : لج‎ @ 
اوا له 2 : اي ققد‎ 
قابلة للاشتقاق 0 مرة عند كل عدد حقيقي‎ f الدالة‎ 
.1 يختلف عن‎ 
عين, بدلالة ه ؛ عبارة :)0م‎ 
.8-)1( من أجل × من‎ 
عين الدوال المشتقة المتتابعة للدوال  في‎ @ 
: الحالات التالية‎ 
f:×xاج ل ترج ث2 تم‎ 2+ 1 1 
جل‎ 2 
ا‎ 


fix sin 2x 3 

© / دالة معرفة كما يلي : 

sin (x + 7)‏ = ونال 

بين أن الدالة ‏ تحقق المعادلة التفاضلية 


و °= ° + 


ساكل 
® | دالة معرفة كمايلي و که =) 
(:2) المنحنى الممثل للدالة f‏ في المستوي الم 
إلى معلم متعامد و متجانس ([,7: 0) . 

٠1‏ ادرس تغيرات الدالة عر. 

. f أنجز جدول تغيرات الدالة‎ ٠2 

3 عين إحداثيي ۸ نقطة تقاطع (&) مع مح 
الفواصل. ما هي معادلة المماس عند ۸ ؟ 
٠4‏ بين أن النقطة ۸ مركز تناظر المنحنى (22) 
8 ارسم المنحنى (©) و المماس عند 6. 
الوحدة "۳»> 2. ش 


® أا دالة كثير الحدود معرفة على ۴ كما يل 
f00 = 28 - 32-1‏ | 
1 ادرس تغيرات الدالة . 
2٠بين‏ أن المعادلة 0 > :)م تقبل حلا واحدا ؛ 
حيث 1,7 > 9 > 1,6. 79 ش 
باق هي الدالة المعرفة على المجال ]+ 1[ 
كما يلي .g= E7‏ 
(©) المنحنى الممثل للدالة 8 في الستري ال 
إلى معلم متعامد و متجانس ([,1: ©) .© | 
الوحدة مك 4. ْ 
1 ادرس تغيرات الدالة م ( بإمكائك إستعمال, 
نتائج السؤال 1). 
٠2‏ عين معادلة المماس (2) للمنحنى (€) عند 
النقطة ۸ فاصلتها 0. 
٠3‏ ادرس الوضع النسبي للمنحنى (&) و الما 
(4) في المجال [1-1:1. بين أن (&) يقطع (أ 
عند النقطة ذات الفاصلة 1. | 
١4‏ ارسم المنحنى (€). المماس (4) و المماس (7 
عند النقطة ذات الفاصلة 1. 


تر دالة معرفة كمايلي: + دقچ د = وما 


٠عين‏ العددين 3 و ا حتى يقبل المنحنى الممثل 
الة f‏ مماسا عند النقطة (0: 0)0 يوازي 
تقيم (0) ذا المعادلة 3 + 42 -ن1 . 

٠ادرس‏ تغيرات الدالة f‏ ثم ارسم المنحنى (©) 
شل لها بعناية في معلم متعامد و متجانس 
سب ([,1: 0) . 


حل كل معادلة من المعادلات التفاضلية التالية: 


"=0 .6 =0 
56) 5 
سواه‎ T7 ا‎ 
=x-2 .8 yJ =/2x-1 
كك‎ 3 555 
1 3 x + cos (x 2) .9 y=. 
J" = sin $ x 10| y= x- cos 2x ٠ 


لتكن / الدالة المعرفة على المجال ]+ Ja;‏ 
بلي : حل - رمال 

ه احسب f‏ ؛ “e‏ ؟ ل 

٠‏ خمن عبارة f)‏ من أجل ١‏ عدد طبيعي 
منعدم. 

هن بالتراجع. صحة هذا التخمين. 

[1: +6] لتكن و الدالة المعرفة على المجال‎ ٠ 
800-25-7 ينه‎ 


عين عددين حقيقيين .© و 8 حيث من أجل كل عدد 


من المجال ]+ :1 [ ٠‏ لل مركي = 0 ق. 
احسب (:) 7و من أجل كل عدد طبيعي ١‏ غير منعدم. 


المستوي منسوب إلى معلم متعامد 
متجانس ([017). 

1. أ). ارسم المنحى (,:2) الممثل للدالة و 
معرفة كما يلي : + - ×= (<) ق 


لتكن 1 الدالة المعرفة كما يلي : 

f (x) = 2x? + ترق‎ - 5 

. احسب (1) ۸. حلل (×) 6 إلى جداء عوامل. 

.× ادرس إشارة () ۸ حسب قيم العدد ا حقيقي‎ ٠ 
58- )-1[ المعرفة على‎ f نريد دراسة الدالة‎ ٠2 


باء 


كما يلي : ا = )ل 
ليكن (©) المتحنى الممثل لها 


أ) ٠‏ ادرس تغيرات الدالة . 
من أجل كل عدد حقيقي × 
چ 
من R-]1[‏ ؛ کے + ×ط + تھ = f)‏ 


حيث ه. .»> أعداد حقيقية يطلب تعيينها. 


ب) .بين ان 


د) ٠ارسم‏ بعناية المنخنيين (©) و (7©) 
في نفس المعلم. 


ج) ٠‏ ادرس الأوضاع النسبية للمنحنيين (©) و (€). 


